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σ-algebre di insiemi:
se X 6= ∅ una famiglia A di sottoinsiemi di X si dice σ-algebra se
i) ∅ ∈ A
ii) A ∈ A =⇒ Ac ∈ A
iii) (An)n ⊂ A =⇒
∞⋃
n=1
An ∈ A
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Teorema Se X e` una arbitraria collezione di sottoinsiemi di X indi-
cata con H la famiglia di tutte le σ-algebre in X contenenti X si ha
che
σ (X) =
⋂
B∈H
B
e` una σ-algebra, detta σ-algebra generata da X
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Se X e` la famiglia degli aperti in R la σ-algebra σ (X) si chiama σ-
algebra di Borel e la denotiamo con B (R)
Un elemento di B (R) e` detto Boreliano
Se I e` la famiglia di tutti gli intervalli [a, b) con a < b si dimostra che
σ (I) = B (R)
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Lo stesso vale anche se
I = {(a, b) | a, b ∈ R, a < b}
I = {(a,+∞) | a ∈ R}
I = {(−∞, a) | a ∈ R}
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Misure. Sia A una σ-algebra in X una funzione µ : A → [0,+∞]
tale che µ(∅) = 0 e che, se per ogni successione (An)n ⊂ A di insiemi
disgiunti tale che
∞⋃
n=1
An ∈ A si ha
µ
( ∞⋃
n=1
An
)
=
∞∑
n=1
µ(An)
si chiama misura su A
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Misure. Sia A una σ-algebra in X una funzione µ : A → [0,+∞]
tale che µ(∅) = 0 e che, se per ogni successione (An)n ⊂ A di insiemi
disgiunti tale che
∞⋃
n=1
An ∈ A si ha
µ
( ∞⋃
n=1
An
)
=
∞∑
n=1
µ(An)
si chiama misura su A
• La terna (X,A, µ) si chiama in tal caso spazio di misura
• Se µ(X) = 1 la misura µ e` detta misura di probabilita`
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Definizione Una misura µ su una σ-algebra in A ⊂ P(X) si dice
• finita se µ(X) < +∞
7/14 Pi?
22333ML232
Definizione Una misura µ su una σ-algebra in A ⊂ P(X) si dice
• finita se µ(X) < +∞
• σ-finita se esiste una successione (An)n ⊂ A tale che
∞⋃
n=1
An = X e
µ(An) < +∞ per ogni n ∈ N
7/14 Pi?
22333ML232
Definizione Una misura µ su una σ-algebra in A ⊂ P(X) si dice
• finita se µ(X) < +∞
• σ-finita se esiste una successione (An)n ⊂ A tale che
∞⋃
n=1
An = X e
µ(An) < +∞ per ogni n ∈ N
• completa se A ∈ A, B ⊂ A, µ(A) = 0 =⇒ B ∈ A e quindi
µ(B) = 0
7/14 Pi?
22333ML232
Definizione Una misura µ su una σ-algebra in A ⊂ P(X) si dice
• finita se µ(X) < +∞
• σ-finita se esiste una successione (An)n ⊂ A tale che
∞⋃
n=1
An = X e
µ(An) < +∞ per ogni n ∈ N
• completa se A ∈ A, B ⊂ A, µ(A) = 0 =⇒ B ∈ A e quindi
µ(B) = 0
• concentrata su un insieme A ∈ A se µ(Ac) = 0. In tale caso si
dice che A e` un supporto di µ
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Monotonia di µ
Se A, B ∈ A e A ⊂ B allora µ(A) ≤ µ(B)
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Monotonia di µ
Se A, B ∈ A e A ⊂ B allora µ(A) ≤ µ(B)
Dimostrazione B = (B \ A) ∪ A implica che
µ(B) = µ(B \ A) + µ(A)
Siccome µ(B \ A) ≥ 0 ne segue che µ(B) ≥ µ(A)
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Sottrattivita` di µ
Se A, B ∈ A, A ⊂ B, µ(A) <∞ allora µ(B \ A) = µ(B)− µ(A)
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Sottrattivita` di µ
Se A, B ∈ A, A ⊂ B, µ(A) <∞ allora µ(B \ A) = µ(B)− µ(A)
Dimostrazione In precedenza abbiamo dimostrato che
µ(B) = µ(B \ A) + µ(A).
Se µ(A) <∞ allora la tesi segue immediatamente.
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Teorema
Se A, B ∈ A e se µ(A ∩B) <∞ allora
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B)
Dimostrazione. Osserviamo che A ∩B ⊂ A, A ∩B ⊂ B e che
A ∪B = (A \ (A ∩B)) ∪B
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Teorema
Se A, B ∈ A e se µ(A ∩B) <∞ allora
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B)
Dimostrazione. Osserviamo che A ∩B ⊂ A, A ∩B ⊂ B e che
A ∪B = (A \ (A ∩B)) ∪B
Siccome µ(A ∩B) <∞ abbiamo
µ(A ∪B) = µ(A)− µ(A ∩B) + µ(B)
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Semi additivita` di µ
Se (Ai)i≥1 ⊂ A allora
µ(
∞⋃
i=1
Ai) ≤
∞∑
i=1
µ(Ai)
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Semi additivita` di µ
Se (Ai)i≥1 ⊂ A allora
µ(
∞⋃
i=1
Ai) ≤
∞∑
i=1
µ(Ai)
Successioni crescenti di insiemi
Se (Ai)i≥1 ⊂ A e` una successione crescente di insiemi Ai ⊂ Ai+1
µ(
∞⋃
i=1
Ai) = lim
n→∞µ(An)
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Successioni decrescenti di insiemi
Se (Ai)i≥1 ⊂ A e` una successione decrescente di insiemi Ai+1 ⊂ Ai e
se µ(A1) <∞ allora
µ(
∞⋂
i=1
Ai) = lim
n→∞µ(An)
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Esempio Sia x ∈ X. Per ogni A ∈ P(X) definiamo
δx(A) =
1 se x ∈ A0 se x /∈ A
δx e` una misura su P(X) chiamata misura di Dirac in x.
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Esempio Sia x ∈ X. Per ogni A ∈ P(X) definiamo
δx(A) =
1 se x ∈ A0 se x /∈ A
δx e` una misura su P(X) chiamata misura di Dirac in x.
Si tratta di una misura concentrata sull’insieme {x}
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Esempio Per ogni A ∈ P(X) definiamo
µ#(A) =
#A se A e` finito+∞ se A e` infinito
µ# e` una misura su P(X) chiamata misura del contare
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Esempio Per ogni A ∈ P(X) definiamo
µ#(A) =
#A se A e` finito+∞ se A e` infinito
µ# e` una misura su P(X) chiamata misura del contare
Per mezzo della misura del contare si possono interpretare le serie
numeriche
∞∑
n=1
an come integrali
